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库仑强度理论的预示结果基本相符。从试验及理论 2 个方面分析三维表面裂纹扩展直至破坏的全过程。 
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Abstract：An experimental investigation on three-dimensional(3D) surface crack under biaxial compression is 
conducted to investigate the growth of wing crack and anti-wing crack. A digital speckle camera is used to record 
the growth process of cracks during loading process. The images captured from the digital speckle camera are used 
for digital speckle correlation analysis to study the strain field of 3D surface crack. From the experiments，it is 
observed that the anti-wing crack initiates away from the crack tip region and then propagates towards the crack tip. 
The stress and the stress intensity factors along crack front are analyzed by using the finite element method. 3D 
wing crack growth pattern is revealed by the mixed-model fracture criteria. The theoretical analyses indicate that 
the wing crack propagation can be predicted by the maximal circumferential stress criterion max  and maximal 
circumferential strain criterion max . The strength failure analysis is also conducted in the anti-wing crack area. 
The anti-wing initiation and propagation can be predicted by the Mohr-Coulomb strength theory. The whole 
fracture and failure process of the 3D surface crack is analyzed by both experiments and theories. 
Key words：rock mechanics；three-dimensional(3D) surface crack；wing crack propagation；anti-wing crack 
propagation；numerical analysis；fracture criteria；Mohr-Coulomb strength theory                 
 

























































大拉应变理论判据的预示结果，而常用的 M. A. 









闪长岩，其力学参数见表 1。试件尺寸为 300 mm× 
200 mm×50 mm(长×宽×高)，试件中部用砂轮刀片切
割出一条与纵轴成 45°的局部圆片形(或称弓片形)
裂纹，裂纹尖端为圆弧形，半径 R = 75 mm，未穿
透试件。试件尺寸如图 1 所示，为表面三维裂纹试
件，三维裂纹在表面的长度 a = 85 mm。 
 
表 1  房山花岗闪长岩力学参数 
Table 1  Mechanical parameters of Fangshan granodiorite 
E/MPa  c /MPa t /MPa KIC/(MPa·mm1/2)












图 1  试件尺寸 
Fig.1  Size of specimen 
 
试验方案为：双向加压，首先沿 X 方向以 300 N/s
速率加载，Y 方向以 200 N/s 速率加载，使 X 和 Y
方向都快速达到 3 MPa 的等值围压后，维持 X 方向
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如图 2(a)所示；同时，当 Y 方向荷载达到试件破坏
荷载的 80%左右时，在原始裂纹的右下侧，反向裂

















图 2  裂纹扩展数字散斑图 





























lim 2 zrK r   →            (1) 













































































































































































图 3  整体模型和子模型网格 
Fig.3  Grids of entire model and submodel 
 
II 00
lim 2 zxrK r   →            (2) 
III 00
lim 2 zyrK r   →            (3) 
式中： z 为垂直于裂纹面的正应力； zx ， zy 分别
为沿裂纹端部圆弧的法向和切向剪应力；x，y，z
为直角坐标(见图 4)；r，为极坐标(见图 5)。 
根据对称性，只需计算裂纹右上半部应力强度
因子即可。如图 4 所示，取裂纹前缘圆弧对应的圆
心角的一半，再将 1/2 圆心角均分成 4 份，得到裂
纹前缘上的 5 个尖端计算点 i(i = 1，2，3，4，5)，
以每一个尖端计算点 i 为坐标原点建立局部坐标系
oxyz，其中，x 轴沿圆弧的法线，y 轴沿圆弧的切线，








图 4  裂纹前缘计算点 
Fig.4  Calculation points in crack front 
 
图 5 为裂纹尖端单元应力微元，将图 5 中 x 轴








图 5  裂纹尖端单元应力微元 





的应力强度因子 SIF 见表 2，表中应力强度因子计
算值的正负号与弹性力学中对应力正负号的规定相
同。由表 2 和图 4 可知，从点 1～5， IK 由小变大，
IIK 由逐步增大为 0， IIIK 逐步增大，该变化规律与
A. V. Dyskin 等[4]的计算规律一致。 
 
表 2  开裂荷载下上半圆弧的应力强度因子 
Table 2  Stress intensity factors in up-half circular crack tips 







1  0.0  －86.5 －32.6 52.8 
2  8.4  －87.3 －25.4 57.4 
3 16.8  －88.1 －18.2 63.1 
4 25.2  －98.2  －7.8 72.3 
5 33.5 －121.7    0.0 79.8 
 





据有 4 种，即最大周向拉应力 max 、最大周向拉应




合，即 IK  0，须考虑压应力奇异性对裂纹尖端应
力场的影响(见图 5)，当 IK ＜0 时，为 I–II–III 复
合型裂纹。4 个判据理论表达式分别如下： 
(1) 最大周向拉应力 max 因子判据[14]： 
max I II IC C
1 cos [ (1 cos ) 3 sin ]
2 2
K K K
       (4) 
50
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式中： ICK 为 I 型断裂韧度， C 为临界断裂周向拉
应力因子。 
(2) 最大周向拉应变 max 因子判据[16]： 
max I
II
cos (1 3 cos cos )
2





    
     
    
     
 
IC C2(1 )K                            (5) 
式中： 为材料的泊松比， C 为临界断裂周向拉应
变因子。 






1 1 /4 [(1 3cos )
3 cos 1 /
     8sin cos (9 5cos ) ]
G K







              
   
  
(6) 
式中： CG 为临界断裂能量释放率因子。 
(4) 最小应变能密度 minS 因子判据[9，14]： 
2 2 2
min 11 I 12 I II 22 II III2 4S a K a K K a K K       
2
IC C2( 1)k K S                    (7) 
其中， 
11 (1 cos )( cos )a k                (8) 
12 sin [2cos ( 1)]a k                (9) 
22 ( 1)(1 cos ) (1 cos )(3cos 1)a k            (10) 
3 ( )
1





     
平面应力状态
平面应变状态
         (11) 
式中： CS 为临界断裂应变能密度因子。 
在使用 minS 因子判据时，对裂纹尖端表面上










由图 6 可看出，在 IK  0 的条件下，只有 max
判据表明在 0  的表面已达到临界值，而 max 判
据表明还远未达到临界值，2 个判据预示的开裂角 
 
表 3  各判据开裂临界值及表面( = 0°)开裂角理论值 
Table 3  Crock critical values of four criteria and fracture  
angle on surface  
开裂角/(°) 
判据 表达式 开裂临界值 
KI ≠ 0 KI = 0 
 max C = KIC 36.1 110 70.5 
 max C = 2(1－ν) KIC 52.7 100 68.0 
G max GC = 2ICK  1 303.2  51 74.0 
S min CS = 2(k－1) 2ICK 2 979.8  30 80.0 













图 6  开裂荷载下 KI ≠ 0 时量纲一的理论值随裂尖位置 变 
化情况(0°≤ ≤33.5°) 
Fig.6  Dimensionless theoretical value v.s   under crack  
load when KI ≠ 0(0°≤ ≤33.5°) 
 
与试验相差较大(见表 3 和图 7)。 maxG 和 minS 判据
则表明早已超过临界值，与试验也相差较远。需要
注意的是，图 6 中这 2 个判据理论的曲线在量纲一
处理时除以了多倍临界值，特别是 minS 判据的变化
趋势与试验相反；但这 2 个判据预示的开裂角与试
















图 7  翼形裂纹扩展角度 
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设裂纹前沿压缩闭合，则 IK = 0，为 II–III 复
合型裂纹，取裂尖圆周上的  ，  ，G 的极大值
和 S 的极小值作为开裂指标，当达到 I 型断裂韧度











图 8  开裂荷载下 KI = 0 时量纲一的理论值随裂尖位置 变 
化情况(0°≤≤33.5°) 
Fig.8  Dimensionless theoretical value v.s  under crack load  
when KI = 0(0°≤≤33.5°) 
 
由图 8 可看出，当 IK  0 时，在 4 种判据中，
max 判据和 max 判据表明，在  0 的表面已达到
或刚超过临界值；而 maxG 判据和 minS 判据则表明
早已超过临界值，特别是 minS 判据的变化趋势与试
验相反。但由表 3 与图 7 可以看出，4 种判据预示
的表面开裂角都与试验比较接近。由此可知，若令
IK  0，则理论值与试验值吻合程度较高。 
由图 6 和 8 可以看出，在由翼形开裂产生的荷
载下，由 max ， max 和 maxG 判据计算得出的理论
开裂程度为由表(  0)及里(  33.5°)逐步减小，
也即靠近表面开裂严重，往里逐步开裂轻微甚至未
产生。这与 R. H. C. Wong 等[5-7]的低温有机玻璃表面
裂纹试验结果相吻合(见图 9)。而 minS 判据理论预示
的趋势为里面开裂严重，靠近表面开裂轻微，与试
验结果相反，且理论预示值远高于实测值，因此，
尽管此判据能同时考虑 3 种应力强度因子的影响， 
 
图 9  低温有机玻璃中表面圆片裂纹的翼形开裂[5-7] 

























图 10  破坏面受力分析 
Fig.10  Force analysis for failure surface  
 
图 10 表明了该应力分析的过程，设为 3 所
在平面与剪切面之间的夹角，则该平面上的正应力
 和剪应力 可分别表示为 
1 3 1 3 cos(2 )
2 2
                 (12) 
1 3 sin(2 )
2
                 (13) 
由莫尔–库仑强度准则可知，sin(2 ) cos   ，
cos(2 ) sin    ，其中 为材料内摩擦角。对于花
岗闪长岩[17-18]，取  45°，c = 26 MPa，则由式(12)，
(13)可求得： = 2.041 6 MPa， = 33.45 MPa。因
此有 
33.45 MPa  ＞ tanc   = 28.0416 MPa  (14) 
由式(14)可知，岩石在该区域会发生剪切破坏。
由应力分析可求得 0  7°(见图 10)，由于  45°  
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图 11  反向裂纹扩展 
Fig.11  Propagation of anti-wing crack 
 



























图 12  声发射信号定位 
Fig.12  Locations of acoustic emission signal  
 










(3) 最大拉应力 max 断裂判据和最大拉应变
max 断裂判据的预示结果与三维表面裂纹的翼形
扩展现象吻合较好。最小应变能密度 minS 判据和最
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